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1. 本講演の概要

本講演の主目的である，Nielsen–Schreierの定理の主
張を述べる．



群とは？ 1. 本講演の概要

幾何学的には……

図形・空間などの数学的対象
の対称性を表す量であり，対
象の「形を変えない変換」
(=自己同型写像)を集めた
もの．

⇝ {0◦ 回転, 180◦ 回転 }

⇝
{

0◦ 回転, 180◦ 回転,

x軸で反転, y 軸で反転

}

⇝
{

0◦，90◦，180◦，270◦ 回転,

x軸，y 軸，対角線×2で反転

}

代数学的には……

集合 Gとその上の二項演算 ◦の組 (G, ◦)
であって，◦が結合律をみたし，◦に関
する (唯一の)単位元 1G をもち， すべ
ての元が ◦に関する逆元をもつもの．

G = {e, a, b, c},

◦ e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e 2/30



組合せ群論と自由群と Nielsen–Schreierの定理 1. 本講演の概要

組合せ群論とは，群論の中でも，群の生成元と関係式による表示に着目して群を
調べる分野である．

例

Z/nZ = ⟨x | xn = 1 ⟩, Z2 = ⟨x, y | xy = yx ⟩, Z = ⟨x | ⟩, {1} = ⟨ | ⟩.

関係式のない表示をもつ群を自由群という．Zや {1}は自由群の例である．

本講演の目標は次の定理である:

定理 (Nielsen (1921), Schreier (1926))

自由群の部分群は自由群である．

この定理は様々な証明が知られているが，今回は [Ser80]の証明に倣う．
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2. 自由群

ここでは自由群と呼ばれる，群の公理以外に特別な
関係式をまったく持たない群について説明する．



自由群 2. 自由群

定義

集合 X に対し，形式的な逆元の集合を X−1 := {x−1 | x ∈ X }とおく．
X ∪X−1 の元の有限列を X 上の語と呼び，語の全体の集合を
(X ∪X−1)∗ :=

∪∞
n=0(X ∪X−1)n とおく．長さ 0の列 (空列)を εで表す．

語 u, v に対し，(X ∪X−1)∗ 上の同値関係 ∼を，uに「xx−1 または x−1x

(x ∈ X)の形の元を挿入または削除する」操作を有限回施すことにより v が得
られるとき u ∼ v と定める．

X を自由基底とする自由群 (free group)を F(X) := (X ∪X−1)∗/∼と定義す
る．F(X)の演算は語の連接によって定義される．

例

自由群 F({x, y})において
xy2x−1xy−1x−3 = xy2y−1x−3 = xyx−3 = x−2x3yx−3.

4/30



自由群の具体例 2. 自由群

例

• F(∅) = {[ε]} ∼= {1}．
• F({x}) = { [xn] | n ∈ Z } ∼= Z．

以降，F({x1, . . . , xn})を単に F(x1, . . . , xn)と表し，語の同値類 [w]も単に wで
表すことにする．

例

F(x, y) =

{
1, x, y, x−1, y−1, x2, xy, xy−1, yx, y2, yx−1,

x−1y, x−2, x−1y−1, y−1x, y−1x−1, y−2, x3, . . .

}
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3. グラフ

グラフと呼ばれる組合せ論的対象を導入し，基本的
な用語の定義を述べる．



グラフ 3. グラフ

グラフとは，いくつかの頂点をいくつかの辺で結んだ図形をいう．

定義 (グラフ)

グラフとは，以下のデータからなる 5つ組
Γ = (V,E, s, t, ·̄)である．

1. 頂点の集合 V，

2. 辺の集合 E，

3. 辺の始点を与える関数 s : E → V，

4. 辺の終点を与える関数 t : E → V，

5. 辺の反転を与える関数 ·̄ : E → E で，次を
みたすもの:

ȳ ̸= y, ¯̄y = y, s(ȳ) = t(y), t(ȳ) = s(y).

例

P Q

R

y1
y2

y3 y4

V = {P,Q,R},

E =

{
y1, ȳ1, y2, ȳ2,

y3, ȳ3, y4, ȳ4

}
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グラフの向き 3. グラフ

定義 (グラフの向き)

グラフ Γ = (V,E, s, t, ·̄)の辺の集合 E+ ⊆ E であって E = E+ ⊔E+ をみたす
もの (すなわち，任意の辺 y ∈ E について y ∈ E+ ⇐⇒ ȳ ̸∈ E+ が成り立つ
もの)を Γの向きと呼ぶ．

グラフ Γの向き E+ は辺 y ∈ E とその反転の組 {y, ȳ}の各々からちょうど一方
のみを抜き出したものであるので，Γの向きは 2|E| 通りある．
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グラフのパスと閉路 3. グラフ

定義 (パス，閉路，単純閉路)

グラフ Γ = (V,E, s, t, ·̄)の辺の列 (y1, . . . , yn) (yi ∈ E)であって，
i = 1, 2, . . . , n− 1について t(yi) = s(yi+1)であるものを長さ nのパスと呼ぶ．

パス π = (y1, . . . , yn)が t(yn) = s(y1)をみたすとき，特に閉路と呼ぶ．

閉路が i = 1, 2, . . . , n− 1について yi+1 ̸= ȳi をみたし，かつ閉路上の頂点
s(y1), . . . , s(yn)がすべて異なるとき，特に単純閉路と呼ぶ．

例
y1

y2

y3

y4y5

y6y7

y8

• π1 = (y1, y4, ȳ2, y3, ȳ6, y7)はパスだが閉路でない．

• π2 = (y1, ȳ1), π3 = (y4, y6, ȳ7, ȳ5)は閉路だが単純閉路
でない．

• π4 = (y1, y5, ȳ2), π5 = (y4, ȳ5), π6 = (y8)は単純閉路．
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連結グラフと木 3. グラフ

定義 (連結グラフ)

空でないグラフ Γ = (V,E, s, t, ·̄)が連結であるとは，いかなる 2点 P,Q ∈ V

に対しても，s(y1) = P, t(yn) = Qとなるパス π = (y1, . . . , yn)が存在すると
きをいう．

定義 (木)

単純閉路をもたない連結グラフを木という．

例
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グラフの全域木 3. グラフ

定義 (全域木)

グラフ Γの部分グラフ T ⊆ Γが全域
木であるとは，T が Γのすべての頂点
を含む木であることをいう．

命題

連結グラフ Γとその部分木 T0 ⊆ Γに対し，T0 を含む全域木 T ⊆ Γがとれる．

証明の概略.

Γの T0 を含む部分木全体の集合は帰納的集合になるので，Zornの補題により
極大元 T がとれ，この T が全域木になっている．
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グラフの準同型と同型 3. グラフ

定義 (グラフ準同型写像)

2つのグラフ Γi = (Vi, Ei, si, ti, ·̄i) (i = 1, 2)の間のグラフの準同型写像
f : Γ1 → Γ2 は以下のデータからなる．

1. 頂点間の写像 f : V1 → V2 で f(s1(y)) = s2(f(y)), f(t1(y)) = t2(f(y))をみ
たすもの．

2. 辺の間の写像 f : E1 → E2 で f(ȳ1) = f(y)
2
をみたすもの．

グラフ準同型 f の頂点間の写像 f : V1 → V2 と辺の間の写像 f : E1 → E2 がと
もに全単射であるとき，f を同型写像と呼ぶ．Γ1 から Γ2 への同型写像がある
とき，Γ1 と Γ2 は同型であるといい，Γ1

∼= Γ2 と書く．グラフ Γから自身の同
型写像全体の集合 Aut(Γ) := { f : Γ → Γ | f は同型写像 } が写像の合成に関
してなす群を Γの自己同型群という．
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グラフの自己同型の例 3. グラフ

例

y1
y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8

y9

y10

左のグラフ Γの自己同型写像は

• y1, y2, y3 の置換，

• y4, y5 の置換，

• (y6, y7), (y8, y9)の置換，

• y10 の反転 (y10 と ȳ10 の置換)

の組合せだから，
|Aut(Γ)| = 3!× 2× 2× 2 = 48である．
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4. Cayleyグラフ: 群のかたち

群の Cayleyグラフと呼ばれる対象を導入し，群を幾
何学的な視点から調べる手法を開発する．



群の Cayleyグラフ 4. Cayleyグラフ: 群のかたち

定義 (Cayleyグラフ)

群 Gとその部分集合 S に対し，Gの S に関する Cayleyグラフ Cay(G,S)は
以下で定義されるグラフである．

1. V = G，

2. E = { (g, s) | g ∈ G, s ∈ S±1 }，
3. s(g, s) = g，

4. t(g, s) = gs，

5. (g, s) = (gs, s−1)．

辺 (g, s)には s ∈ S±1 というラベルが貼られているものとみなす．

S ∩ S−1 = ∅のとき，Cay(G,S)には標準的な向き E+ = G× S ⊆ E が入る．
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Cayleyグラフの例: {1},Z/nZ,Z,Z2 4. Cayleyグラフ: 群のかたち

• Cay({1}, ∅):
1

• Cay(Z/2Z, {1}):

0 1

1

1

• Cay(Z, {1}):
−2 −1 0 1 2

Cay(Z2, {(1, 0), (0, 1)}):
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Cayleyグラフの例: F(x, y) 4. Cayleyグラフ: 群のかたち

Cay(F(x, y), {x, y}):
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Cayleyグラフの性質 4. Cayleyグラフ: 群のかたち

命題

群 Gと部分集合 S ⊆ Gに対し，次が成り立つ．

1. G = ⟨S⟩ ⇐⇒ Cay(G,S)は連結．

2. 1G ̸∈ S ⇐⇒ Cay(G,S)はループを含まない．

3. S ∩ S−1 = ∅ ⇐⇒ Cay(G,S)は多重辺もループも含まない．

証明の概略.

1. 「⟨S⟩の元」と「1G を始点とするパスの終点」の 1対 1対応より．

2. 辺 y = (g, s)がループであることは g = s(y) = t(y) = gs，つまり s = 1G
と同値だから．

3. Cay(G,S)の定義より，多重辺は (g, s), (gs, s−1)という形のものしかな
い．
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5. 群の作用，特にグラフへの作用

群の作用と軌道分解について復習し，グラフへの作
用を考える．



群の作用 5. 群の作用，特にグラフへの作用

定義 (作用)

X を集合とし，X から自身への全単射の全体が写像の合成に関してなす群を
Bij(X)とおく．群 Gの X への作用とは，群準同型写像 α : G → Bij(X)のこ
とである．g ∈ G, x ∈ X に対し α(g)(x)のことを g · xと略記する．Gが X

に作用していること，またはその状況を記号 G ↷ X で表す．

作用 αが自由であるとは，任意の g ∈ G− {1G}に対し α(g) ∈ Bij(X)が不動
点をもたない，つまりどの x ∈ X に対しても g · x ̸= xとなることをいう．

例

• 作用 R ↷ Cを θ · z := eiθz で定義すると，2π · z = z だから (または
θ · 0 = 0だから)自由ではない．

• 作用 Z ↷ Rを n · x := x+ nで定義すると自由である．
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作用の軌道と商集合 5. 群の作用，特にグラフへの作用

定義 (作用の軌道と商)

群 Gが集合 X に作用しているとき，元 x ∈ X の軌道を
OrbG(x) := { g · x | g ∈ G }と定義する．2元 x, y ∈ X に対し，関係
x ∼ y :⇐⇒ OrbG(x) = OrbG(y)は同値関係であるので，これによる商集合
G\X を考えることができる．

例

前ページの作用 R ↷ Cについて，OrbR(z) = {w ∈ C | |w| = |z| }である．

Re

Im
z

0
OrbR(z)
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群のグラフへの作用と商グラフ 5. 群の作用，特にグラフへの作用

定義 (グラフへの作用)

群 Gのグラフ Γ = (V,E, s, t, ·̄)への作用とは，群準同型写像 α : G → Aut(Γ)

のことである．作用 G ↷ Γが反転なしであるとは，どの g ∈ G, y ∈ E に対し
ても g · y ̸= ȳ であることをいう．

反転なしの作用は商グラフを誘導する．

命題

作用 G ↷ Γが反転なしであるとき，頂点集合と辺集合がそれぞれ G\V,G\E
であるような商グラフ G\Γが well-definedに定まる．

説明.

グラフの定義における条件 ȳ ̸= y が成り立つためには，反転なしであることが
必要である．
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商グラフの例 5. 群の作用，特にグラフへの作用

例

無限グラフ

Γ :=

への Zの作用を 2ずつの平行移動で定義すると，商グラフは

Z\Γ =

となる．
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全域木の持ち上げ 5. 群の作用，特にグラフへの作用

補題

群 Gの連結グラフ Γへの反転なしの作用 G ↷ Γの商グラフ Γ∗ := G\Γにつ
いて，商写像 π : Γ → Γ∗ はグラフ準同型である．全域木 T∗ ⊆ Γ∗ に対して，Γ

の部分木 T ⊆ Γであって π の T への制限が T∗ と同型になるようなものがと
れる．このような T を T∗ の持ち上げという．

証明の概略.

「Γの部分木 T ′ で，πの T ′ への制限が T∗ への単射になっているもの」全体の
集合は帰納的集合になるので，Zornのにより極大元 T がとれる．仮に T が T∗

と同型でないとすると，T∗ が木であるという条件から T に辺を追加すること
ができるので極大性に反する．

この補題において「T∗ が木である」という条件は本質的である．
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群の Cayleyグラフへの作用 5. 群の作用，特にグラフへの作用

群 Gとその部分集合 S ⊆ Gについて，Gの Cayleyグラフ Cay(G,S)への標準
的な作用 G ↷ Cay(G,S)が

• g′ ∈ G, g ∈ V = Gについて g′ · g := g′g，

• g′ ∈ G, (g, s) ∈ E について g′ · (g, s) := (g′g, s)

によって定まる．辺 (g, s)に元 g′ を作用させても辺のラベル sは変化しないこ
とに注意する．特に，S ∩ S−1 = ∅なら Gは Cay(G,S)に反転なしで作用する．
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6. Nielsen–Schreierの定理

Nielsen–Schreierの定理を証明し，具体例を見る．



証明の方針 6. Nielsen–Schreierの定理

定理 (Nielsen–Schreier)

自由群の部分群は自由群である．

2ステップに分けて証明する．以下が示せればよい．

1. 群 Gと部分集合 S ⊆ Gについて，[G ∼= F(S) ⇐⇒ Cay(G,S)が木]．

2. 群 Gが木 Γに自由かつ反転なしで作用するとき，ある部分集合 S ⊆ Gに
ついて Cay(G,S)は木になる．

証明.

自由群 F(X)とその部分群 G ⊆ F(X)について，1の =⇒より Cay(F(X), X)

は木である．ここで作用 G ↷ Cay(F(X), X)は自由かつ反転なしだから，2

よりある S ⊆ Gについて Cay(G,S)は木である．よって 1の⇐=より同型
G ∼= F(S)を得る．
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Step 1: G ∼= F(S) ⇐⇒ Cay(G,S)は木 6. Nielsen–Schreierの定理

証明.

(=⇒) 仮定より G = ⟨S⟩だから Cay(G,S)は連結グラフである．また，
仮に Cay(G,S)が単純閉路をもつとすると，F(S)が非自明な関係
式をもつことになってしまい，自由群の定義に反する．

(⇐=) 同様にして，Cay(G,S)が連結であることより G = ⟨S⟩が成り立
つ．また Cay(G,S)が単純閉路をもたないことから，Gの任意の元
は Cay(G,S)内の単純パスによって一意的に表される．したがって
Gは非自明な関係式をもたないので，同型 G ∼= ⟨S | ⟩ ∼= F(S)を得
る．
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Step 2: G ↷ Γ:木，自由⇒ Cay(G, ∃S):木 6. Nielsen–Schreierの定理

証明.

作用 G ↷ Γが反転なしであることより，商グラフ Γ∗ := G\Γがとれる．Γ∗

の全域木 T∗ ⊆ Γ∗ 持ち上げ T ⊆ Γをとる．T∗ が全域木であることと Gの作用
が自由であることより V =

⊔
g∈G gT が成り立つ．Γの向き E+ ⊆ E を一つと

り，S := { s ∈ G | ∃y ∈ E+ [s(y) ∈ T, t(y) ∈ sT ] }とおく．グラフ
Γ′ = (V ′, E ′, s, t, ·̄)を，Γ内の gT (g ∈ G)たちを「1点に潰した」グラフとす
る．具体的には，V ′ := { gT | g ∈ G }, E ′ := E −

⊔
g∈G gT とおく．このとき

1. Γが木であることより Γ′ も木であること，

2. g 7→ gT によってグラフ準同型 f : Cay(G,S) → Γ′ が定まり，さらに f は
グラフ同型であること

であることを言えば，Cay(G,S)が木であることが結論される．
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Step 2.1: Γ′ が木であること 6. Nielsen–Schreierの定理

証明の概略.

作り方から Γ′ が連結であることはよい．もし Γ′ に単純閉路があれば，Γにも
単純閉路ができてしまうことを言えばよい．このことは次のような図を考えれ
ばわかる．

g1T g2T

+

×
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Step 2.2: f : Cay(G,S) → Γ′ はグラフ同型 6. Nielsen–Schreierの定理

証明の概略.

(準同型性) Cay(G,S)の辺 (g, s)を任意にとる．S の定義より T と sT を結ぶ
Γの辺 y があるから，g · y は gT と gsT を結ぶ辺であり，Γが木で
あることより gT と gsT の間に他の辺はない．よって
f(g, s) := g · y とおけばよい．

(全射性) 頂点集合の間の全射性は明らかで，辺集合の間の全射性は Γ′ が木
であることからわかる．

(単射性) f(g1, s1) = f(g2, s2)であるとすると，ある共通の辺 y が i = 1, 2に
対し giT と gisiT を結んでいる．このとき Γ′ における y の始点は
g1T = g2T だから Gの作用が自由であることより g1 = g2 でなけれ
ばならず，同様に終点は g1s1T = g2s2T だから s1 = s2 でなければ
ならない．
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具体例 6. Nielsen–Schreierの定理

階数 2の自由群 F(x, y)の部分群 Gを

G := ⟨{w ∈ F(x, y) | wは長さが 2 }⟩
= ⟨x2, xy, xy−1, x−2, x−1y, x−1y−1, y2, yx, yx−1, y−1x, y−1x−1, y−2⟩

とおくと，G◁ F(x, y)である (共役をとっても長さが偶数のままだから)．Gの
元をかけることにより F(x, y)のどの元も 1または xにすることができるので，
商グラフ Γ∗ := G\Cay(F(x, y), {x, y})は以下のようなグラフになる:

Orb(1) Orb(x)
x

y

x
y

ここで Γ∗ の全域木の持ち上げとして T =
Orb(1) Orb(x)

x をとると，Γ′ は

次ページのようになる．
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具体例: T と Γ′ 6. Nielsen–Schreierの定理

⇝ T x2T

xyT

xy−1T

x−2T

yx−1T

y−1x−1T

このとき S = {x2, xy, yx−1}だから G ∼= F(x2, xy, yx−1)である．
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