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本稿では 0 ∈ Nであるとする．

定義 (Cantorの対関数). 次の関数 J : N×N → NをCantorの対関数 (Cantor pairing function)という．

J(m,n) :=
(m+ n)(m+ n+ 1)

2
+ n.

定理. J は全単射である．

証明. 逆写像を作ることはせずに，素直に全射性と単射性を示す．

• 全射性
任意の k ∈ Nに対し，あるm,n ∈ Nが存在して J(m,n) = k となることを，k に関する数学的帰納法

で示す．

– k = 0のとき，m = n = 0とすればよい．

– k ∈ Nについて J(m,n) = k であるとする．

∗ m = 0のとき，m′ := n+ 1, n′ := 0とおけば

J(m′, n′) =
(m′ + n′)(m′ + n′ + 1)

2
+ n′

=
(n+ 1)(n+ 1 + 1)

2

=
n(n+ 1)

2
+ n+ 1

= J(m,n) + 1

= k + 1.

∗ m > 0のとき，m′ := m− 1, n′ := n+ 1とおけば

J(m′, n′) =
(m′ + n′)(m′ + n′ + 1)

2
+ n′

=
(m+ n)(m+ n+ 1)

2
+ n+ 1

= J(m,n) + 1

= k + 1.
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• 単射性
(m,n) ̸= (m′, n′)なるm,n,m′, n′ ∈ Nを任意に取る．
– m+ n = m′ + n′ のとき，n ̸= n′ だから

J(m,n)− J(m′, n′) = n− n′ ̸= 0.

– m+ n ̸= m′ + n′ のとき，m+ n < m′ + n′ として一般性を失わない．このとき

J(m,n) =

(
m+n∑
i=0

i

)
+ n

<

(
m+n∑
i=0

i

)
+m+ n+ 1

=

m+n+1∑
i=0

i

≤
m′+n′∑
i=0

i

≤
m′+n′∑
i=0

i+ n′

= J(m′, n′).
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