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概要

ω 上のフィルター U は自然に Cantor空間 2ω の部分集合とみなすことができる．本稿では ω 上の非単

項超フィルター U が Cantor空間 2ω の通常の位相の下で Baireの性質を持たないことを証明する．

定義 1 (疎集合，痩集合). X を位相空間とする．

• X の部分集合 N ⊆ X が疎 (nowhere dense)であるとは，その閉包が内点を持たないこと，すなわち

Int(Cl(N)) = ∅となることをいう．
• X の部分集合M ⊆ X が痩集合 (meager set)であるとは，M が疎集合の可算和で表されることをい

う．部分集合 C ⊆ X が補痩集合 (comeager set) であるとは，補集合 2ω − C が痩集合であることを

いう．

X の痩集合全体をMで表す．

定理 2 (Baireの範疇定理 (Baire category theroem)). 完備距離空間 X において，X の空でない任意

の開集合は痩集合ではない．特に，任意の痩集合M ⊆ X に対し，M ̸= X が成り立つ．*1

Cantor空間 2ω は完備距離空間なので Baireの範疇定理 2が成り立つ．

定義 3 (Baireの性質). X を位相空間とする．部分集合 B ⊆ X がBaireの性質 (property of Baire)を持

つ，またはほとんど開 (almost open)な集合であるとは，ある開集合 U ⊆ X が存在して B△U ∈ Mとなる

ことをいう (ここで B △ U := (B − U) ∪ (U −B)は対称差)．

定義 4 (末尾集合). 自然数の集合 A,B ⊆ ω に対し，

• A ⊆∗ B :⇐⇒ |A−B| < ∞,

• A =∗ B :⇐⇒ |A△B| < ∞ ( ⇐⇒ A ⊆∗ B ⊆∗ A)

と定義する．A ⊆ 2ω が末尾集合 (tail set)であるとは，任意の A,B ∈ Aに対し，

A =∗ B =⇒ [A ∈ A ⇐⇒ B ∈ A]

をみたすときをいう．

∗ http://iso.2022.jp

*1 完備距離空間における Baireの範疇定理は ZFで示すことができる．
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Cantor空間 2ω の開基は有限列 σ ∈ 2<ω に対し

[[σ]] := { f ∈ 2ω | σ ≺ f }

という形で与えられる．

補題 5 (位相的 0-1法則, cf. [Kec95, (8.47) Theorem], [Fuj09, §3]). A ⊆ 2ω を Baireの性質を持つ

末尾集合とする．このとき，Aは痩集合または補痩集合である．

証明. Aが痩集合でないと仮定し，Aが補痩集合となることを示す．Aが Baireの性質を持つことより，ある

開集合 O ⊆ 2ω が存在して A△O が痩集合，よって特に O −Aが痩集合となる．Aが痩集合でないことか
ら O ̸= ∅である．よってある σ ∈ 2<ω が存在して [[σ]] ⊆ O となるので [[σ]] −Aは痩集合である．ここで写
像 φσ : 2

ω → [[σ]]を

φσ(f) := (σ(0), σ(1), . . . , σ(|σ| − 1), f(|σ|), f(|σ|+ 1), . . . )

と定める (ここで |σ|は σ の長さ)．φσ は与えられた f の手前の部分を σ に書き換える写像である．φσ は局

所同相かつ 2|σ| 対 1の写像である (図 1)．

σ σ

φσ

図 1 φσ は局所同相な 2|σ| : 1写像である

したがって，φ−1
σ ([[σ]]−A)も ([[σ]]−Aの 2|σ| 個のコピーの和なので)痩集合であり，さらに Aが末尾集

合であることより f ∈ A ⇐⇒ φσ(f) ∈ Aなので

φ−1
σ ([[σ]]−A) = { f ∈ 2ω | φσ(f) ∈ [[σ]] , φσ(f) ̸∈ A }

= { f ∈ 2ω | φσ(f) ∈ [[σ]] , f ̸∈ A }
= φ−1

σ ([[σ]])−A
= 2ω −A

となるから Aは補痩集合である．
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定理 6 (cf. [Kec95, (8.50) Exercise]). U ⊆ 2ω を ω 上の非単項超フィルターとすると，U は Baireの

性質を持たない．

証明. まず，U が末尾集合であることを示す．U が非単項超フィルターであることより U は有限集合を含ま
ず，全ての補有限集合を含む．よって A ∈ U かつ A =∗ B のとき，A− B は有限だから 2ω − (A− B) ∈ U
なのでフィルターの性質から A ∩B = A ∩ (2ω − (A−B)) ∈ U，B = (A ∩B) ∪ (B −A) ∈ U となる．
次に，U が痩集合でも補痩集合でもないことを示す．補集合をとる写像 c : 2ω → 2ω; c(A) = 2ω −Aは自己

同相写像であり，U が超フィルターであることから Cantor空間は 2ω = U ⊔ c(U)と分割される．cが同相写

像であることより，U が (補)痩集合であることと c(U)が (補)痩集合であることは同値である．Baireの範疇

定理から 2ω 自身は痩集合ではないので，U は痩集合でも補痩集合でもありえない．
したがって補題 5より U は Baireの性質を持たない．
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